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Esercizi proposti nel Cap. 5 - Soluzioni

Esercizio 5.1

- Lanorma Euclidea di &||v|| = / o1 v} =v9+0+16=5

- Il versore corrispondenteiaé [3/5 0 4/5]T
4
- Il prodotto scalare traew évTw = [3 0 4] [—3

k
richiede che il prodotto scalare sia nullo, pericei —3

= 12 + 4k. La condizione di ortogonalita

Esercizio 5.2

1 1 -2 2+3+2 7

Ly = 2@ 4 3p@ _ 3 = 3 Li_f4fo|-6+3-4)_|—7
p=2v"+3v v 2_2 +3 2 2 0
-5 7 —22

—-4+6-2
0 0—-15-7
- | tre vettori sono linearmente dipendenti se essstioe scalaril,, 1,, 4; non tutti nulli tali che
1 1 -2 0
A :; + 1, é + 13 LZL = 8 . Per verificarne I'esistenza é sufficiente risobvé sistema:
0 =5 7 0

M+, —22;=0
BhL+ A4, +44;=0
24 +24,+24;=0
54, +74;=0
sono linearmente indipendenti.

che ammette I'unica soluziolg = 4, = A3 = 0, pertanto i tre vettori

Esercizio 5.3

Attraverso lo sviluppo per colonna sulla prima cwla di A si ha:

2 1 5 3 0 -2
detA=2det|] 3 2 —-2|+det| 2 1 5
-6 7 4 -6 7 4

Sviluppando ancora per colonna sulla prima colatel prima matrice e sulla seconda della
seconda matrice si ottiene:

detd=4d 2 -2 6d Lo 12d Lo d 3 -2 7d 3 -2
= - - + _
et et7 4 et7 4 et2 _5 et 6 4 et2 5

Sviluppando ancora per colonna sulla prima colafir@ascuna matrice si ottiene:

detA = 8 det[4]- 28 det[- 2] -6 det[4] +42 det[5] -12 det[- 2] +24 det[5] +3 det[4]
+6 det[- 2] -21 det[5] +14 det[-2] =285



Esercizio 5.4

Per determinare la matrice inversa, si costruiggrdtrice:

11-1100
22 1 010
12 1 001

Si effettua un’operazione di pivot sull’elementqoiosizione (1,1) ottenendo la matrice:
11-11 0O

00 3 -210
01 2 -101

Poiché I'elemento in posizione (2,2) e nullo simbéa la riga 2 con una riga> 2 avente un elemento in
colonna 2 diverso da zero, quindi si scambia la &igon la riga 3:

11-1 1 0O
01 2 -101
00 3 -210

Quindi si effettua un’operazione di pivot sull’eleno in posizione (2,2) ottenendo la matrice:

10 -3 2 0 -1
01 2 -10 1
00 3 -21 0

Quindi si effettua un’operazione di pivot sull’elento in posizione (3,3) ottenendo la matrice:

Si ha pertanto:

Esercizio 5.5
-2 4
C—ABT—Z 0 3 -2]1 -2/ [-18 6
T 112 -1 3|-4 o |7 6

1 2



2 1

-2 1 -4 1|0 2| [-18 7

4 -2 0 2} 3 -1 '{ 6 6}
-2 3

D=WV={

Le matriciC e D sono I'una la trasposta dell’altra, come d’alteaitp € evidente dalla loro definizione.
Esercizio 5.6

Data una matricel (m x n) I'algoritmo di Gauss-Jordan effettua in successidelle operazioni di pivot
sull’elemento ayy,, per h=1,...m. Quando l'elemento in posizionélf) € nullo, I'algoritmo cerca di
scambiare la righ con una riga > h avente un elemento in colonhaliverso da zero. Se tutti gli elementi
della colonnéh, dalla rigah alla rigam, sono uguali a zero, si ha che la colohr&alinearmente dipendente
delle primeh-1 colonne diA. A questo punto si pud cancellare la colofna proseguire I'esecuzione
dell'algoritmo dalla colonna successiva. Procedandguesto modo fino ad esaurimento delle colorng d
si ha che il numero di colonne rimaste coincide domassimo numero di colonne @ linearmente
indipendenti, cioe con il rango della matrike

Esercizio 5.7

La matrice ha rango 3 per tutti i valorikitali che detd # 0. Poiché detd = 2 + k% — 7k, si ha cheA ha

rango 3 perk # 7i;/H. Per questi due valori il rango Aié pari a 2, in quanto (ad esempio) la seconda e

terza colonna dh sono linearmente indipendenti per ojgni

Esercizio 5.8
Rappresentando graficamente il poliedro P e ledih@zioni si ha la rappresentazione in Figura 1 (in
terzultima pagina).
T
Le direzioni estreme di P sono date dai due vet$éti= [0 1]T ed™® = [3 1 ] mentre i
irezioni [ i due v i=1[0 1] /m /m |
vertici del poliedro sono i punti®® = [0 3]T ev® =1[3 0]7.

Si ha pertanto ché™® e d® (i versori associati) sono direzioni del poliedeesendo:
dD = 62 13) L Y20 4(4) o 4@ = 8 43) 4 Y10y

3 3 3 3
Poichéx € P, dal Teorema 5.4 si hai= 1,v® + 2,v® + 1,d® + 4,d®, cond, u=0ei + 1, = 1.
Sostituendo le coordinate dei 5 vettori e risolv@iidistema nelle variabili, x si ottiene, ad esempio, la
soluzione ammissibilé, =0, 1, =1, u, =2, , = 0.

Esercizio 5.9

(Z(x{'—xl‘)—sz‘—x3+xI—x;—x5 =5
xi —x7 +2x5 —2(xf —x7)+x6 =0
{—(xf—x;>—2x;+3x3—(xz—x;)=3

k Xt X, x5, x5, x5, x5, %5, %6 = 0

Esercizio 5.10

Per risolvere il problema e sufficiente esplicitir@&quazioni rispetto alle variabili in base, adrapio
premoltiplicando la matrice dei coefficieitie il vettore dei termini not per la matricedz?:



1 0 -1 2 0 0 1 0 0 1 -1
A=-1 11 O b=|2 A=1 1 -1 Al=l1 1 -1 A,=|0
0O 10 -1 3 1 00 100 -1
X2
Ponendoc; = [xgl, xy = [x,], il sistema in forma canonica rispett@&:x; + AgtAyxy = Ag'b
X1
X,—X4 =3
X3=1

Si ha il poliedro equivalente in forma canonicpeito aB:

xll xz, X3, x4_ 2 0

Esercizio 5.11

Il lemma 5.1 fornisce una condizione necessariaficeente affinchéx sia vertice, e cioé che le colonne
associate alle variabili con valore diverso da zgamo fra loro linearmente indipendenti. Quinditadla
-3 -3
2 -4
-3 . L .

4 sono linearmente indipendenti.

matrice dei coefficientd = [g ] X € vertice se e solo se i vettat] = [g] A, = [_23],A3 =

Evidentemente cido non pud essere in quanto il ratigh non puo essere 3. Tuttavia € utile cercare una
combinazione lineare dei tre vetterjA; + a,A, + a3A4; = 0, ad esempio fissandp, = 1 da cui si ricava

a, = 5/6 eas = 7/6. | due puntix® e x(®) si possono ottenere scegliendosug 6/7 e fissandoc™ =
%+ ea ex® = ¥ — za. Scegliende = 6/, si ha:

1 20/ 1 8/
+§ 5/6\ = Ilz/j ,x@ = H —gls/% = lz/j.
/e 2 7] o

| due punti soddisfano il sistema

@ =

2
1
1

3x1 +2.X'2 _4x3 = 4

{6.7(:1 - 3.7(,'2 - 3x3 = 6
X1,X2,X3 =0

E sono tali chex = %x(l) + %x(z).
Esercizio 5.12

Per risolvere il problema & sufficiente esplicité@eequazioni rispetto alle variabili in base, adrapio
premoltiplicando la matrice dei coefficiedtie il vettore dei termini noth per la matricedz:

A= 2 4 - b= 5 12 4

136 2 "l %36

Poiché detd; =0, ed il rango dA € pari a 2, I'insieme di indi®={1, 2} non individua una base die
pertanto non e possibile costruire il poliedro gglénte in forma canonica rispett®a

Esercizio 5.13

Rappresentando graficamente il polieBrfvedi Figura 2 in penultima pagina) si ottengodoviertici:



R N |

Per ricavare il numero delle basi &€ necessari@petin forma standard aggiungendo 4 variabili di szart

X1 +x2 +x3 =4
x1 —x2 +X4 = 2
X1 + 2%y + x5 = 10
xz +x6 = 5
X1, X2, X3,X4,X5,X¢ = 0

Per il Teorema 5.6 il politopo in forma standardteora 4 SBA, ciascuna associata ad un verticeotsche
ciascuno dei 6 vincoli del problema iniziale, quardsoddisfatto alluguaglianza, genera una reft@iano
97 caratterizzata dal fatto che una delle 6 variabiforma standard & uguale a zero (evidenziafagira
accanto alla retta). Le basi possibili sono ass$ecatutte le possibili scelte di 4 colonne lineante
indipendenti della matrice dei coefficienti (e aneduori base e quindi a zero due delle 6 vatigabil

1 1 1000

1 -10100
A=

1 2 0010

0O 1 0001

Si hanno(i) = 15 combinazioni di 6 elementi di classe 4 che castitbno un limite superiore al numero di

tutte le possibili basi, in effetti a queste vasotiratte tutte le combinazioni che non danno lumgna base,
in particolare va esclusa solo la combinazioneaatnall'insieme di indici di badg={1,3,4,5} in
corrispondenza del quale sithet Az = 0. Si hanno pertanto 14 basi. Calcolando per ciasduqueste il
vettorexy = Ag'b sitrovano 4 basi ammissibili (tali cg®b > 0, associate ai 4 vertieiV, v, v(3),
v®) e 10 non ammissibili. Ciascuna base corrisporate gunto dello spazi* dato dallintersezione
delle due rette associate alle due variabili fbase.

Le 4 basi ammissibili sono associate ai 4 vertgtipbliedro, alle 4 SBA e agli insiemi di indici:
v(D:B={3,4,5,6}N={1,2} SBA:xM =[0 0 4 2 10 5]

v?):B={2,4,56}N={1,3} SBA:x® =0 4 0 6 2 1]
v®):B={1,2,5,6}N={3,4} SBA:x® =[3 10 0 5 4]
v®:B={1,3,5,6}N={2,4} SBA:x® =[2 02 0 8 5]

Si noti che nessuna SBA & degenere (cioé per ésiép'b > 0).

Le 10 basi non ammissibili sono associate ai pefili y®, y®), y*) 1) () () (@) e agli insiemi
di indici:

y®: B={2,3,5,6} N={1,4}

y@: B={2,3,4,6} N={1,5} oppureB={2,3,4,5} N={1,6} oppureB={1,2,3,4} N={5,6}

y®: B={1,2,3,6} N={4,5}

y®): B={1,4,5,6} N={2,3}

y(®): B={1,3,4,6} N={2,5}

y(©: B={1,2,3,5} N={4,6}

y(: B={1,2,4,5} N={3,6}

y®: B={1,2,4,6} N={3,5}

Esercizio 5.14

Rappresentando graficamente il poliedro P (vedif@¢ in ultima pagina) si ottengono i 4 vertici:



pD = [8], v@ = [53/9], v® = [g] @ = [g]

Pertanto 4 € il numero delle SBA del corrispondsigema in forma standard:

—7%1 + 2x5 +x3 =0
X1 +x, + x4 =10
4 3x; — 5x, + x5 =15
l X1 +x6 =05
X1, X2, X3,X4,X5,Xg = 0

In particolare, ciascuna SBA e associata a unoeerti

xW =0 00 10 15 5] associata a(
x® =120/ 70/5 0 0 325/y 25/01T  associataa®
x® =[5 5 25 0 25 0] associata a®®
x® =[50 3550 0] associata a®

Una SBA per la quale la variabile ausiliaria infntta nel secondo vincolo #ié di base € una SBA per la
quale la variabiler, & variabile di base, quindi” ex® sono le sole SBA con questa caratteristica.

Semprex™ ex™® sono due SBA degeneri, in quanto il numero diakilii uguali a zero (3) & strettamente
superiore al numero di variabili fuori base (2)jngli una variabile di base dovra necessariamerderes
uguale a zero.

Le 4 SBA sono associate a 8 basi ammissibili cozgees:

xW: BM=(3 4,56} N={1,2} oppure B®={2,4,5,6}N={1,3} oppure B®)={1,4,5,6} N={2,3}
x): B®={1 256} N={3,4}
x®): B(®)={1,2,3,5} N={4,6}
x®: B®)={13,4,5} N={2,6} oppure B(={1,3,4,6}N={2,5} oppure B®={1,2 3,4} N={5,6}

Altre 6 basi sono non ammissibili mentre l'insiewhieindici B={2,3,4,5} non corrisponde a una base in
guantodet Az = 0. Si noti che le due variabili fuori base (e x¢) sono associate a due rette parallele.

Esercizio 5.15

La matrice dei coefficienti hm = 3 colonne en = 2 righe.
A= 3 4 6
12 -1 4

Un limite superiore al numero di soluzioni di b&sdato dal numero di basi possibili della matdcevvero

. n . . . .- - . N . .

il numero(m) = 3 di combinazioni din elementi di classe:. Infatti una base & associata a una scelta di 2
delle 3 colonne disponibili. Il numero esatto puseare inferiore in quanto qualche combinazionendi
colonne potrebbe non dar luogo a una base o, mdidsasi degeneri, piu basi potrebbero essereiass@a
una stessa soluzione di base. Per determinare leutseluzioni di base & pertanto necessario cakola

esplicitamente il vettorey = Az'b per ciascuna base. Per le 3 combinazioni diimtlicase si ha:



1 4 42
- 3 4]. - /11 /11 X1 /11
11 11 11
B®={13} = Az = 3 2] detAg@ = 0. A questo insieme di indici non corrisponde unseba

) 4/ —6/ X —4/
B®=(23} = A, = _41 Z]; detAye) = 22; Al = [1/22 Y 22] = Xpe) = [xﬂ = [21/11]
‘ 22 /22 11

Quindi il sistema ammette due soluzioni di base:

x@ = [42/11 —4/11 O]T
x(@) = [0 —4/11 21/11]T

Si noti che nessuna delle due soluzioni di basmmissibile. Dal Teorema 5.6 si deduce pertantoiche
poliedroP non contiene alcun vertice e quindi, per il Teaesrb,P e vuoto.
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Figura 1: il poliedro dell'esercizio 5.8
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Figura 2: il poliedro dell'esercizio 5.13
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Figura 3: il poliedro dell'esercizio 5.14






